Glava 4

ANALIZA | OBRADA SIGNALA
U VREMENSKOM DOMENU

Obrada signala u vremenskom domenu podrazumijeva odredivanje odziva na
pobudu proizvoljnog oblika. Dinamicki linearni sistemi opisani su
diferencijalnim jednacinama 1 odredivanje odziva njihovim direktnim
rjesavanjem u opstem slucaju nije jednostavan problem. Mi ¢emo se zadrzati na
analizi 1 obradi signala linearnim, vremenski invarijantnim (Linear Time
Invariant - LTI) sistemima. Vidje¢emo da se LTI sistem u potpunosti moze
opisati preko njegovog odziva na jedini¢cnu impulsnu funkciju, odnosno
impulsnog odziva. Ukoliko znamo impulsni odziv, operacija konvolucije, do
koje se dolazi predstavljanjem signala proizvoljnog oblika jedinicnim
impulsnim funkcijama, omoguéava nam da pronademo odziv na proizvoljnu
pobudu. Analiziraju¢i osobine LTI sistema vidje¢emo da se, osim impulsnim
odzivom, LTT sistem moze okarakterisati i drugim funkcijama sistema, od kojih
je pri obradi signala u vremenskom domenu najznacajniji jedinicni odskocni
odziv, definisan kao odziv na jedini¢nu odskoc¢nu funkciju.
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4.1 Impulsni odziv LTI sistema

Impulsni odziv h(t) linearnog, vremenski invarijantnog sistema se definise kao

odziv na pobudu u vidu jedini¢ne impulsne (Dirakove) funkcije &(¢):

h(t)= 7 {8(1)} @.1)

gdje je sa ./, oznacen operator kojim LTI sistem transformise pobudni
signal u signal odziva.

4.2 Konvolucija

Matematicka operacija oznacena kao konvolucija omoguéava pronalazenje
odziva LTI sistema na pobudni signal proizvoljnog oblika, ako je poznat
impulsni odziv sistema. Kako bismo to pokazali, prvo ¢emo predstaviti
pobudni signal kao integral impulsnih funkcija, a zatim odrediti odziv na tako
zapisan signal, koristeci osobinu superpozicije LTI sistema.

4.2.1 Predstavljanje signala impulsnim funkcijama

Posmatrajmo stepenastu aproksimaciju x(¢) signala x(¢), kao na Slici 4.1. Ova

aproksimacija se moze izraziti kao linearna kombinacija pomjerenih
pravougaonih impulsa:

1 ] At
NOE S “2)
0, ||>=
2
na sljededi nacin:
()= x(kAt) S, (1—kAr) At @3)

k=—oco
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Analiza i obrada kontinualnih signala u vremenskom domenu
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Slika 4.1 (a) Stepenasta aproksimacija kontinualnog signala. (b-e) Elementi
sume (4.1): primjeri pomjerenih pravougaonih impulsa.
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Kada Ar—0, jedinicni pravougaoni impuls &, (¢) postaje jednak
Dirakovoj funkciji &(7). Razmaci tacaka kAr na vremenskoj osi postaju

beskonacno mali, te kAt postaje kontinualna varijabla 7, a suma (4.3) prelazi u
integral. Aproksimacija signala %(7) u tom grani¢nom slu¢aju postaje:

lim #(1) = lim 3 x(kAr)3,, (1— kAr) At = [ x(2)3(1—7)dr. 44

At—0

Posmatrajuéi Sliku 4.1 mozemo primjetiti da smanjenjem Af aproksimacija
%(1) tezi signalu x(¢). Pokazacemo da se pri tome zapravo smanjuje razlika

povtina koje sa vremenskom osom zaklapaju signal x(7) i njegova

aproksimacija x(t).

U intervalu vremena mAt—%<t<mAt+% samo c¢lan sume (4.3) za
k=m je razlicit od nule. To je graficki ilustrovano na Slici 4.2. Primjetimo da
pravougaoni impulsi 6, (t—kAt)At u (4.3) imaju jediniénu amplitudu.
Aproksimacija signala %(¢) u posmatranom intervalu je konstanta jednaka

vrijednosti signala x(t) u tacki ¢t =mAt:

%(t)=x(kAt)S,, (t—kAt)AY _ =x(mAt), mAt —% <t<mAt +%. 4.5)

Posmatrajuci Sliku 4.2(c) mozemo zakljuciti da je vrijednost signala u tacki
mAt jednaka povrsini posmatranog pravougaonog impulsa Sirine Af i

x(mAt)

amplitude . Ako su vrijednosti signala u posmatranom intervalu

konacne, u granicnom slucaju, kada Ar—0, povrsina posmatranog
pravougaonog impulsa tezi povrSini koju sa vremenskom osom na

x(7)

posmatranom intervalu zatvara funkcija v odnosno njenom integralu:
A

Al
mAt+—t

x(mAt)=x(mAz)5A,(t—mAt)At=Ait [ x(r)dr, ar—0. (4.6)
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Slika 4.2 Graficka interpretacija jednacine (4.3): (a) signal x(¢) proizvoljinog

oblika; (b) jedinicni pravougaoni impuls pomjeren u tacku ¢ =mAt i

(c) aproksimacija signala u intervalu mAt — % <t<mAt+ %

Izraz (4.5) se nece promijeniti ako prosirimo granice integrala 1 pri tome
pomnozimo podintegralnu funkciju sa pravougaonim impulsom jedini¢ne
amplitude 6, (7—mAt)At :

x(mAt):ALt [ (2)6,, (r—mat)Addz, At 0. @.7)
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Kada At —0, mAt postaje kontinualna varijabla ¢. U svakom trenutku
vremena vrijedi da je:

x(1)= [ x(r)6(c-1)dz, “8)

—oo

$to je zbog parnosti Dirakove funkcije konac¢no jednako:

x(1)= Jx(r)é'(t—r)df. 4.9)

Izraz (4.9) je jednak aproksimaciji signala datoj sa (4.4). Na ovaj na¢in smo

pokazali da je x(¢)= iin}] %(7), ako signal x(¢) ima kona¢ne vtijednosti, kao i da

se smanjivanjem Af smanjuje razlika povriina koje sa vremenskom osom
zaklapaju signal i njegova aproksimacija.

Razmatrajudi aproksimaciju signala pronasli smo nacin predstavljanja signala
impulsnim funkcijama dat sa (4.9). Jednakost (4.9) nam govori da je signal
proizvoljnog oblika moguée izraziti preko integrala jedinicnih impulsnih
funkcija koje su pomjerene u vremenu i cije su tezine (jacine udara) jednake
vrijednostima signala u trenucima u koje su pomjerene. Ilustracija ove
jednakosti je data na Slici 4.3, gdje je prikazan proizvoljni signal x(7), jedini¢na

impulsna funkcija & (t - T) kao funkcija od 7 sa fiksnim ¢ i njthov proizvod.

Jednakost (4.9) smo mogli jednostavije dokazati poznavajuci osobine
Dirakove funkcije:

Ix(r)&(t—r)dz': Ix(t)é(t—r)drzx(t) _[ S(t-7)dr=x(1). (4.10)
Prethodno provedeno Sire razmatranje ima za cilj da naglasi interpretaciju
signala x(7) preko jedini¢nih impulsnih funkcija. Iako sama po sebi ovakva

interpretacija signala proizvoljnog oblika nema svrhu, ona je veoma korisna
prilikom izvodenja izraza za konvoluciju kao metoda za odredivanje odziva na
proizvoljnu pobudu.
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Analiza i obrada kontinualnih signala u vremenskom domenu
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Slika 4.3 Graficka interpretacija jednacine (4.9): (a) signal x(7) proizvoljnog
oblika; (b) pomjerena jedini¢na impulsna funkeija 6(¢-7) kao

funkcija od 7 sa fiksnim ¢ i (c) proizvod ova dva signala.

4.2.2 Konvolucioni integral
Kao sto smo vec¢ ranije istakli, cilj nam je da pronademo odziv LTT sistema na

pobudu proizvoljnim signalom. Vidjeli smo da signal proizvoljnog oblika
mozemo aproksimirati pomocu jedinicnih impulsnih funkcija:

x(1)= i x(kAt)68,, (t—kAt)At, (4.11)

k=—co
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te da ova aproksimacija u grani¢nom slucaju, kada Ar =0, postaje jednaka
signalu x(7):

x(1)=lim 3" x(kt)3, (1 kA)Ar = [ x(z)8(1—7)dr (4.12)

Pronadimo prvo odziv na aproksimaciju signala %(¢). Oznac¢imo sa h,, (7)

odziv na jedini¢ni pravougaoni impuls 6, (¢):

hy (t)=7{5, (1)} (4.13)

Za vremenski invarijantne sisteme vrijedi da je:

hy (t—kAt)=.7, {8, (t—kAt)}, (4.14)

gdje je sa ./, oznacena transformacija koju unosi vremenski invarijantan

sistem.

Osobina superpozicije LTT sistema dopusta nam da odziv na aproksimaciju
signala %(¢) napiSemo u obliku:

f=—oo

()= {20} =7 { i x(kAt)6,, (t—kAt)At} =

i ) (4.15)
= > x(kAt). 7, {8, (t=kAt)Ar="Y" x(kAt)hy, (t - kAt) AL,

k=—c0 k=00
U grani¢nom slucaju, kada Ar—0, jedini¢ni pravougaoni impuls &, (7)
postaje jednak Dirakovoj funkciji &(¢), pa stoga odziv na jedini¢ni
pravougaoni impuls 4, (7) postaje jednak impulsnom odzivu h(z). Uz to, kAt

postaje kontinualna varijabla 7 1 suma prelazi u integral. Budué¢i da u ovom
grani¢nom slucaju %(¢) — x(¢), odziv na x(¢) postaje odziv na x(7):
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Analiza i obrada kontinualnih signala u vremenskom domenu

y(O) = m {x(0)} =i {gglok;x(km)am (t—kAz)Az}:

=1lim " x(kAr). /7, {8, (1~ kAr)}Ar =
e (4.16)
= Eg})k;ox(km)hm (t—kAt) At =

= jx(r)h(t—r)dr.

Postupak odredivanja odziva na signal proizvoljnog oblika putem odziva na
njegovu stepenastu aproksimaciju ilustrovan je na Slici 4.4. Posebno su
prikazani odzivi na pojedinacne pravougaone impulse kojima se aproksimira
pobudni signal. Aproksimacija odziva jednaka je zbiru tih pojedina¢nih odziva.

Y

(@) (®)

Slika 4.4 Graficka interpretacija odredivanja odziva: (a) pobuda x(¢)

proizvoljnog oblika i (b) impulsni odziv A(¢) (nastavak na
sljedecoj stranici);
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A x(—At) - da(t + At) - At
©
At 7
A 2(0) - das(t) - At
d
—ac | ac t
A x(kAL) - da(t — EAL) - At
©
kAt ;
A E(t)
®
7

Slika 4.4 (nastavak): (c-e) neki od pojedinacnih pravougaonih impulsa kojima
se aproksimira pobuda i (f) aproksimacija pobude X(¢) (nastavak na
sljedecoj stranici);
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Analiza i obrada kontinualnih signala u vremenskom domenu

A z(—At) - hat(t + At) - At

\ ©
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A Z(0) - hae(t)- At
(h)
A i
2
A z(EAL) - had(t — EAL) - At
/\ M
kAt — At t
AG(t)
()
T

Slika 4.4 (nastavak): (g-1) odzivi na pojdina¢ne pravougaone impulse 1
(j) aproksimativni odziv §(¢) (nastavak na sljedeoj stranici);
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N

Slika 4.4 (nastavak): (k) odziv y(t).

Yy

Dakle, odziv y(t) linearnog, vremenski invarijantnog sistema na pobudu

x(t) proizvoljnog oblika moze se dobiti na osnovu jednacine (4.16). U svom

konac¢nom obliku:

oo

y(6)= [ x(2)h(t-7)dz (4.17)

ova jednacina je oznacena kao konvolucioni integral.

Matematicka operacija konvolucije dva signala x(¢) i #(¢) data sa (4.17) se

simboli¢ki oznacava sa:

y(1) = (1) =h(1). (418)

Konvolucija je komutativna, asocijativna 1 distributivha operacija. Ove
osobine koje slijede direktno iz definicije konvolucije preko integrala olaksavaju
analizu slozenih sistema.

Osobina komutativnosti nam govori da ulazni signal 1 impulsni odziv mogu
zamijeniti uloge, a da se izlazni signal ne promijeni:

y(t)=x(t)=h(t)=h(t)*x(t). (4.19)
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Analiza i obrada kontinualnih signala u vremenskom domenu

\4

x(t)—> '/ITII {'} '/:TIZ{.} _’J’(t)

Slika 4.5 Blok Sema kaskadne veze dva LTI sistema.

Osobinu asocijativnosti mozemo koristiti za pronalazenje impulsnog odziva
kaskadne veze LTI sistema. Posmatrajmo kaskadnu vezu dva LTI sistema sa

impulsnim odzivima A (¢) i h,(¢), prikazanu na Slici 4.5. Za pojedinacne
sisteme vrijedi da je y, (¢1)=x(¢)*h (1) i y,(¢)=x,(¢)*h, (). Kako je ulaz u
prvi sistem jednak ulazu u cijeli sistem x, (¢)=x(t), ulaz u drugi sistem jednak
izlazu iz prvog sistema x,(¢)=y,(¢), a izlaz iz cijelog sistema jednak izlazu iz

drugog sistema y() =y, (), slijedi:

y(t)=y2 (t)=x2 (t)*hz (t)=yl(t)*h2 (Z)Z[xl(t)*hl(t)]*hz (I) . (4.20)

Osobina  asocijativnosti konvolucije nam omogucéava promjenu redoslijeda
operacija, tako da je:

Y(t):[x(t>*h1(t)]*hz (t):x(t)*[hl(t)*hz (t)] (4.21)

Iz (4.21) zakljucujemo da je impulsni odziv kaskadne veze dva LTI sistema
jednak konvoluciji njihovih impulsnih odziva:
h(t)=h(t)*h,(t). (4.22)

Posmatrajmo sada paralelnu vezu dva LTI sistema sa impulsnim odzivima
h(t) i h,(t), prikazanu na Slici 4.6. Kod paralelne veze se isti pobudni signal
istovremeno dovodi na ulaz oba sistema x,(7)=x,(¢)=x(¢), dok je izlaz
cijelog sistema jednak zbiru izlaza pojedinacnih sistema y(¢)=y,(¢)+y,(?).

Slijedi da je odziv paralelne veze jednak:

y(6) =y, () +», (t)=x,(¢)=h () +x, () h,(2). (4.23)
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'/ITII {'}

Y
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Slika 4.6 Blok Sema paralelne veze dva LTI sistema.

Na osnovu osobine distributivnost; konvolucije, iz (4.23) slijedi da je:

y(e)=x ()= h () +x(e)xhy () =x(e) <[ (1) + Iy (1) ], (4.24)

te je impulsni odziv paralelne veze dva LTI sistema jednak zbiru impulsnih
odziva pojedinac¢nih sistema koji ¢ine paralelnu konfiguraciju:

h(t)=h(t)+h(1). (4.25)

4.2.3 Graficko rjeSavanje konvolucije

Posmatrajuéi konvolucioni integral:

oo

y(1)= [ x(2)h(t-7)dz, (4.26)

—oo

zaklju¢ujemo da je u svakom trenutku ¢ signal y(¢) jednak tezinskom
integralu signala x(7), pri ¢emu su tezine jednake h(7—7). Kako bismo dosli

do grafickog metoda za odredivanje konvolucije za specificnu vrijednost
varijable ¢, prvo generisimo signal h(¢r—7) iz signala h(7), koji je funkcija
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Analiza i obrada kontinualnih signala u vremenskom domenu

nezavisne varijable 7, tako $to ¢emo uradid refleksiju signala h(7) oko
ishodista 1 pomjeriti ga udesno za t ako je >0, ili ulijevo za |t| ako je ¢<0.
Podintegralni signal dobijemo mnozenjem x(7) sa h(t—7) za razlicite
vrijednosti ¢. Za jednu specificnu vrijednost nezavisne varijable ¢, konvolucija
y(t) se dobije integtirajuci proizvod x(7)h(t—7) u granicama od —ee do oo,
§to u geometrijskom smislu znac¢i racunajuéi povrsinu ispod proizvoda
x(7)h(t—7). Mozemo zamisliti kao da signal h(z—7) "klizi" po 7 osii pri
tome gledamo koliko je njegovo preklapanje sa x(7). Konvolucija je mjera tog
preklapanja izrazena povrsinom koju sa 7 osom zaklapa proizvod
x(7)h(t—7). U slucajevima kada se radi sa jednostavnim signalima, povtsina
se lako odredi geometrijskim metodima. Postupak je potrebno ponoviti za
svaku vrijednost nezavisne varijable ¢, odnosno za svaki vremenski trenutak u
kom zelimo da odredimo signal odziva. Pri izboru tacaka u kojima ce se
racunati konvolucija potrebno je prekriti ¢itav opseg u kome je proizvod
x(7)h(t—7) razlicit od nule, $to za signale konacnog trajanja zna¢i u
pocetnom koraku pomjeriti reflektovani signal dovoljno ulijevo da se izbjegne
preklapanje sa signalom x(7), a sa racunanjem prestati kada prilikom
pomjeranja reflektovanog signala udesno prestane preklapanje tih signala.
Ukoliko trajanje bar jednog od signala koji ucestvuju u konvoluciji nije
konacno, konvolucija se racuna za sve vrijednosti nezavisne varijable ¢ od —eo
do . Postupak grafickog rjesavanja konvolucije ilustrovan je na Slici 4.7 na
ptimjeru konvolucije signala x(¢) i impulsnog odziva h(¢). Oba signala su u
obliku pravougaonog impulsa, ali razli¢itih amplituda. Rezultati konvolucije u

tackama u kojima se vrsi racunanje su na rezultujucoj Slici 4.7(z) naglaseni
samo radi boljeg razumijevanja.
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Slika 4.7 Tlustracija grafickog rjeSavanja konvolucije: (a) signal x(¢);

(b) isti signal prikazan na 7 osii (c-f) pomjereni reflektovani
impulsni odzivi (nastavak na sljedecoj stranici);
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Ah(t)
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Slika 4.7 (nastavak): (g) impulsni odziv £(z); (h) reflektovan impulsni odziv
ptikazan na 7 osii (i-) proizvodi signala x(7) i pomjerenih

reflektovanih impulsnih odziva (nastavak na sljedecoj stranici);
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Slika 4.7 (nastavak): (m-q) pomjereni reflektovani impulsni odzivi (nastavak
na sljedecoj stranici);
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Az(T)h(0 —7)
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©
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Az(T)h(2T —7)
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Slika 4.7 (nastavak): (t-v) proizvodi signala x(7) i pomjetenih reflektovanih

impulsnih odziva (nastavak na sljedecoj stranici);
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Ay(t)
2ABT
(2)
_oT 0 2T g
Slika 4.7 (nastavak): (z) rezultat konvolucije.
Primjer 4.1:

Grafickim putem odrediti odziv LTT sistema sa impulsnim odzivom datim
na Slici 4.8(a) na pobudu prikazanu na Slici 4.8(b).

A h(t)
(@) A
_T 0 T t
(1)
B
(b)
0 T 7

Slika 4.8 (a) Impulsni odziv LTI sistema i (b) pobuda.
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Analiza i obrada kontinualnih signala u vremenskom domenu

Ryesenje:

Odziv LTT sistema je dat konvolucijom impulsnog odziva i pobudnog signala.
Ako se grafickom rjesavanju konvolucije u ovom zadatku pristupi tako da se
reflektuje pobudni signal, taj signal se nakon reflektovanja pomjera ulijevo dok
ne prestane preklapanje sa impulsnim odzivom. Preklapanje sa impulsnim
odzivom pocinje kada se prednja ivica reflektovanog pobudnog signala nade u
tacki =T, $to odgovara signalu x(—T —7). Za svako t<-T nema preklapanja
impulsnog odziva sa pomjerenim reflektovanim pobudnim signalom, pa je
rezultat konvolucije jednak nuli. U intervalu -7 <t<0 povrsina ispod
proizvoda h(7)x(t—7) raste jer se sa porastom vremena f povecava $irina
intervala na kom je taj proizvod razli¢it od nule. Medutim, u intervalu 0<t<T
povriina ostaje konstantna jer se za svako ¢ iz tog intrevala signal x(1—7) u

potpunosti preklapa sa (7). Tek za t >T preklapanje se postepeno smanjuje i

potpuno prestaje za t=2T. Rezultat konvolucije je prikazan na Slici 4.9.
Primjetimo da se odziv LTI sistema sa impulsnim odzivom koji nije jednak nuli
za t <0 pojavio prije pobude.

Ah(t) * x(t)
|ABT

_T 0 T T f

Slika 4.9 Konvolucija signala sa Slike 4.8.
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Primjer 4.2:

Impulsni odziv LTT sistema dat je na Slici 4.10(a). Grafickim putem odrediti
odziv na pobudni signal prikazan na Slici 4.10(b).

Ryesenge:
Istim postupkom kao u Primjeru 4.1 dobijamo signal odziva dat na Slici

4.11. Bududi da je impulsni odziv LTI sistema jednak nuli za t<0, odziv
pocinje od trenutka pobudivanja sistema.

A h(t)
A
@)
0 2T ;
Ax(t)
14
(b)
0o T 2T ?

Slika 4.10  (a) Impulsni odziv kauzalnog LTI sistema i (b) kauzalna pobuda.
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Analiza i obrada kontinualnih signala u vremenskom domenu

Ah(t) x z(t)

A2T 4

Y

T 4T

Slika 4.11 Konvolucija signala sa Slike 4.10.

Primjer 4.3:

Za kauzalni LTI sistem dat na Slici 4.12(a) grafickim putem odrediti odziv
na pobudni signal prikazan na Slici 4.12(b).

Ah(t)

A

@)

(b)

—A

Slika 4.12  (a) Impulsni odziv kauzalnog LTI sistema i (b) pobudni signal.
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Riesenye:
Primjetimo da se pobudni signal moze razloziti na elementarne signale
x(t)=x(t)+x,(t) kao na Slici 4.13. Potrazicemo odziv sistema koristeci

princip superpozicije. Grafickim putem odredimo pojedinacne konvolucije
impulsnog odziva sa pravougaonim impulsima sa Slike 4.13. Rezultati ovih
konvolucija su dati na Slici 4.14(a,b). Primjetimo da je pravougaoni impuls

x,(#) pomjerena verzija pravougaonog impulsa x, () pomnozena sa -1, 4.
x,(t)=—x(t-T).

Poznavajuéi konvoluciju y, ()= h(t)*x, (¢), konvoluciju impulsnog odziva i
pravougaonog impulsa x,(¢#) smo mogli dobiti kotiste¢i princip linearnost i
vtemenske invarijantnosti kao y, (t)=h(t)*x,(t)=—-y,(t—T). Na Slici 4.14(c)
dat je rezultat konvolucije kao y(¢)=y,(¢)+y, (7).

z1(1)

A

A 25(1)

—A

Slika 4.13 Razlaganje signala x(¢) na pravougaone impulse x, (¢) i x, ().
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AR(t) x 21 (t) = y1(¢)
A2T-+
| > @)
T 3T t
A1) * 23(t) = y(t)
T 4T N (b)
t
_A2T
AA(E) * z(t) = y(t)
A2T-L
©
Ilj 2T 3111 4T t;
_A2T L
Slika 4.14 (a) Konvolucija y, (¢)=h(t)*x,(t); (b) konvolucija
v, (£)=h(t)*x, () i (c) konvolucija y(t)=h(r)*x(z).
U
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U analizi 1 obradi signala posebno mjesto zauzima konvolucija proizvoljnog
signala sa Dirakovim impulsima. Posmatrajmo konvoluciju signala x(¢)

proizvoljnog oblika sa pomjerenim Dirakovim impulsom &(7—¢,). Na osnovu

definicionog izraza za konvoluciju:

$(6)=x()*h(1) = [ x(e)h(e-7)dr, @.27)

dobijamo da je:

y(t)=x(1)*8(t=1,) = [ x()8(t—t, —7)dz. (4.28)
Po svojstvu odabiranja Dirakove funkcije znamo da je:

x(7)o(t—1,—7)=x(t—1,)6(t—1,-7), (4.29)
te je konvolucija (4.28) jednaka:

w(0)=x(t-1,) [ (t=1,7)dr. 430)

—oo.

Integral Dirakovog impulsa od —eo do o jednak je jedinici, neovisno od toga
u koju tacku vremena je Dirakov impuls pomjeren. Dakle, konvolucija signala

x(#) proizvoljnog oblika sa Dirakovim impulsom pomjerenim u tacku ¢,

jednaka je signalu x(¢), pomjerenom u tacku #,:

y(t)=x(t)*(t—1,)=x(t—1,). (4.31)

Na Slici 4.15 ilustrovano je graficko rjesavanje konvolucije proizvoljnog
signala x(¢) sa pomjerenim Dirakovim impulsom h(¢)=0(r—1¢,). Prilikom
formiranja proizvoda x(7)h(t—7) za svaku vtijednost nezavisne varijable ¢
dobijamo proizvod x(7)8(t—1,—7), koji je po svojstvu odabiranja Dirakove

funkcije jednak x(t—1,)8(t—1t,—7). Konvolucija u ta¢ki ¢ je jednaka povtsini
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A z(7)

@)

T o
y '

A h(to—71) =9d(1)

N
Sy

(d)

Sy

T ©

S
Sy

(®)

to to+ Tt

Slika 4.15 Konvolucija signala proizvoljnog oblika i pomjerenog Dirakovog
impulsa: (a) signal proizvoljnog oblika 1 (b) impulsni odziv
prikazani na 7 osi; (c) reflektovan impulsni odziv; (d,e) pomjereni
reflektovani impulsni odzivi i (f) rezultat konvolucije.
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koju proizvod x(t—t,)6(t—t,—7) zatvara sa 7 osom. Ta povrsina je jacina

udara Dirakove funkcije i iznosi x(t—1,), teje y(¢)=x(t-1,).
Posmatrajmo sada konvoluciju proizvoljnog signala x(t) sa periodicno

ponovljenim Dirakovim impulsima J(¢)= i S(¢t—kT). Period signala &(¢)

k=—cc
smo oznacili sa T . Znajuéi da je x(¢)* (1 —kT)=x(t—kT) i da je konvolucija

linearni operator, dobijamo da je:

=

5(0)=x(0)*8(0)=x(t)* 3 S(t-kT)= Y x(t)*S(t—kT)= S x(¢—kT) .(4.32)

fr=—oo f=—o0 k=—co

Dakle, konvolucijom proizvoljnog signala x(¢) sa petiodi¢no ponovljenim
Dirakovim impulsima dobijamo njegovo periodi¢no prosirenje:
()= x(t—kT). (4.33)

f=—oo

Za ilustraciju je na Slici 4.16 prikazana konvolucija trougaonog impulsa sa
periodi¢no ponovljenim Dirakovim impulsima. Rezultat te konvolucije su
periodi¢no ponovljeni trougaoni impulsi sa istim periodom.

4.3 Jediniéni odskocni odziv LTI sistema

Osim impulsnim odzivom, sistem je potpuno odreden ako poznajemo jedini¢ni
odsko¢ni odziv, tj. odziv na jedini¢nu odskocénu funkciju u(¢). Koriste¢i

konvolucioni integral, jedini¢ni odskoéni odziv a(#) dobijamo kao:

a(t)=u(t)*h()= [ u(e)h(t-7)de=[1-h(t-7)dr. (4.34)
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@)

Sl

(b)

Y

©

| | >
T T >
t

=T -T |0 T To

Slika 4.16  Konvolucija signala sa periodicno ponovljenim Dirakovim
impulsima: (a) signal x(¢); (b) povorka Dirakovih impulsa i

(c) rezultat konvolucije.

Za kauzalne sisteme je h(t—-7)=0 za 7>t, pa gornja granica integrala,

umjesto oo, postaje ¢:

a(t)= [ h(z)dr. (4.35)
Dakle, jedini¢ni odskocni odziv je jednak integralu impulsnog odziva, dok
se impulsni odziv moze pronaci kao izvod jedini¢nog odsko¢nog odziva:
da(t)
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4.4 Osobine LTI sistema

Vidjeli smo da se odziv kontinualnog LTI sistema na proizvoljnu pobudu
moze dobiti konvolucijom ulaznog signala i impulsnog odziva. Stoga mozemo
re¢i da je kontinualni LTI sistem u potpunosti okarakterisan svojim impulsnim
odzivom h(t). Osnovne osobine sistema, koje smo analizirali u Glavi 3,

sada ¢emo posmatrati pod uslovom da je sistem linearan i vremenski
invarijantan.

4.4.1 LTI sistemi bez memorije

Podsjetimo se da je sistem bez memorije onaj sistem kod koga izlaz u nekom
trenutku zavisi od vrijednosti ulaza samo u tom trenutku. Jedini nacin da ovo
bude ta¢no za LTI sisteme je da sistem bude opisan sa:

y(t)=Kx(r). (4.37)

Impulsni odziv se definiSe kao odziv sistema na pobudni signal u vidu
Dirakovog impulsa x(7)=4J(t), te je za LTI sisteme bez memorije impulsni
odziv oblika:

h(t)=K8(1). (4.38)

Na izlazu sistema bez memorije signal moze biti samo pojacan ili oslabljen u
odnosu na ulazni signal. Za K =1 radi se o sistemu kod koga je impulsni odziv
h(t)=0(t), te je signal na izlazu ovog LTI sistema jednak signalu na njegovom

ulazu. Bilo koji LTT sistem sa drugacijim impulsnim odzivom je LTI sistem sa
memorijom.

4.4.2 Invertibilnost LTI sistema

Posmatrajmo LTI sistem sa impulsnim odzivom #4(¢). Napomenimo da je

sistem po definiciji invertibilan ako je moguce pronadi inverzni sistem koji, kad
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se veze kaskadno sa originalnim sistemom, formira takav sloZeni sistem na
¢ijem je izlazu odziv jednak ulaznom signalu.

Ako sa h; (t) ozna¢imo impulsni odziv inverznog sistema, da bi LTT sistem

bio invertibilan mora da vrijedi:

h(t)=h, (t)=0(1). (4.39)

Bududéi da je pod ovim uslovom impulsni odziv kaskadne veze Dirakov
impuls:

e (1) =h(e) b, (1) = 5(0). (4.40)
a znamo da je konvolucija proizvoljnog signala sa Dirakovim impulsom
jednaka tom signalu, zakljucujemo da je odziv kaskadne veze jednak signalu na
ulazu u kaskadnu vezu sistema, koji je istovremeno ulazni signal u originalni
sistem sa impulsnim odzivom h(7).

4.4.3 Kauzalnost LTI sistema

Kada smo uvodili koncept kauzalnosti rekli smo da je sistem kauzalan ako
odziv zavisi samo od trenutne i proslih vrijednosti signala na ulazu u sistem.
Zbog toga kod kauzalnih L'TT sistema gornja granica konvolucionog integrala:

¥(0)= [ x(e)h(t-)dr, (4.41)

ne smije da bude veca od vrijednosti nezavisne varijable ¢ za koju se racuna
vrijednost odziva, jer bi u suprotnom u racunanju odziva ucestvovale i

viijednosti pobudnog signala x(7) za 7>1, te je:

(1) =jx(r)h(t—r)dr. (4.42)

Smjenom ¢ -7 — 7 integral (4.42) se svodi na:
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oo

y(t)=[h(z)x(t-7)dz. (4.43)

0

Zakljucujemo da e opsti izraz za konvoluciju:

oo

y(t)= _[h(r)x(t—r)df, (4.44)
koji je ekvivalentan sa (4.41), postati jednak (4.43) samo ako je h(¢)=0 za

t<0, te je uslov kauzalnosti kontinualnih LTI sistema da njthov impulsni
odziv bude jednak nuli za #<0.

4.4.4 Stabilnost LTI sistema

Sistem je stabilan ako ogranicen pobudni signal proizvodi ogranicen signal
odziva. Da bismo odredili uslove pod kojima je LTI sistem stabilan,

posmatra¢emo LTI sistem sa impulsnim odzivom h(7) na koji djeluje
ogranicen pobudni signal. Kad kazemo da je signal ograni¢en onda postoji
neka pozitivna konstanta B <eo za koju je |x(t)| < B, Vt.Tadaje:

Th(r)x(t—r)dr

—oo

(1)|=

ST|h(T)||x(t—T)|dTSBT |n(z)|d7 . (4.45)

Prema tome, signal odziva ce biti ogranicen i kontinualni L'TT sistem ¢ée biti
stabilan ako je njegov impulsni odziv apsolutno integrabilan:

[|n(z)dz<e. (4.46)
Kao primjer stabilnog LTI sistema mozemo navesti sistem cija je uloga
samo da zakasni ulazni signal, pa je njegov impulsni odziv h(1)=d(t-1,).

Odredujuéi da li je sistem stabilan ispitujemo apsolutnu integrabilnost
impulsnog odziva:

T|h(f)|d7= T|5(r—to)|dr=l. (4.47)
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Vidimo da je impulsni odziv ovog LTI sistema apsolutno integrabilan pa je
sistem stabilan, $to je bilo i za oc¢ekivati jer je odziv ovog sistema na bilo koju
ogranicenu pobudu jednak pomjerenoj verziji pobude, dakle ogranicen.

Posmatrajmo sada sistem opisan sa:

y(t)= jx(r)df, (4.48)

koji nazivamo integrator. Da bismo pronasli impulsni odziv sistema
pretpostavimo da je x(#)=0J(t). Tada je odziv jednak impulsnom odzivu, §to

je u ovom konkretnom slucaju jedinicna odsko¢na funkcija:

t

y(O)=h(t)= [ 8(z)dr=u(t). (4.49)

Ispitujuci apsolutnu integrabilnost impulsnog odziva dobijamo beskonacnu
vtijednost, jer je integral jedini¢ne odskocne funkcije signal nagiba r(t) koji

beskonacno raste sa porastom vremena:

_T|h(f)|df=j|M(T)|dT=Tl-dT=°°, (4.50)

te zakljucujemo da se radi o nestabilnom LTT sistemu.

4.5 Opis LTI sistema diferencijalnim jednadinama

U cilju opisa sistema potrebno je fizickim sistemima pridruziti parametre i
varijable relevantne za njegovo ponasanje, te uspostaviti relacije izmedu njih.
Veze izmedu parametara i varijabli sistema, kao i relacije koje povezuju ulazne i
izlazne signale, odreduju se na osnovu prirodnih zakona ili eksperimentalno. U
realnim fizickim sistemima za varijable biramo mjerljive velicine.

Vidjeli smo da je kod LTI sistema odziv dat konvolucionim integralom.
Dakle, relacije izmedu ulaznih i izlaznih signala u sistemu se mogu opisati
integralno-diferencijalnim jedna¢inama. U slucaju da signali u sistemu zavise
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samo od jedne nezavisne varijable (vremena) to su obicne diferencijalne
jednacine. Sistemi cije varijable zavise od viSe nezavisnih varijabli (npr.
mijenjaju se 1 u vremenu i u prostoru), opisuju se parcijalnim diferencijalnim
jednacinama. Kod LTI sistema bez memorije diferencijalne jednacine se svode
na algebarske, jer je kod ovih sistema y(#)=Kx(¢).

4.5.1 Jednacine stanja

Pretpostavimo da je za opis ponasanja nekog sistema dovoljno poznavanje n
fizickih velicina koje ¢emo oznaciti kao varjjable stanja. U tom slucaju su sve
ostale velicine u sistemu, izuzev ulaznih signala, gavisne varijable. Pretpostavimo
da sistem moze da bude pobuden sa m ulaznih signala (#laznih varijabli) 1 da
ima [ izlaznih signala, odnosno iz/agnih varjabli. Vektor varijabli stanja

[xl (),x,(1),....x, (t)]T ¢emo oznaliti kao vektor stanja x(¢), dok ¢emo
vektore ulaznih [el (t).e,(1),....e, (t)]T i izlaznih signala

[yl(t),yz(l),...,y,(t)]T oznaciti sa e(r) i y(¢), respektivno. Svaki od

elemenata ovih vekora je funkcija vremena kao nezavisne varijable. Sa T su
oznaceni transponovani vektori.

Relacije koje povezuju varijable stanja i ulazne varijable opisuju se skupom
simultanih diferencijalnih jednacina prvog reda, koje se oznacavaju kao sistem
Jednacina stanja. U matricnoj formi sistem jednacina stanja u vremenskom
domenu ima oblik:

Dx(t)=Ax(¢)+Be(z), (4.51)

pti éemu operator D oznacava prvu detivaciju, pa je Dx(¢) vektor prvih

izvoda varijabli stanja, A kvadratna matrica stanja i B pravougaona matrica
koeficijenata uz ulazne signale.

Izlazne varijable sistema su odredene matricnom jednacinom:

y(1)=Cx(t)+De(r), (4.52)

gdje su C 1 D matrice koje povezuju izlazne varijable sa varijablama stanja i
ulaznim varijablama. Elementi matrica A, B, C i D zavise od parametara i
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strukturne Seme sistema. Ukoliko se radi o vremenski invarijantnim sistemima,
elementi matrica A, B, C i D se ne mijenjaju u toku vremena. Ako je neki od
elemenata ovih matrica funkcija ulaznog ili izlaznog signala, onda se radi o
nelinearnim sistemima.

4.5.2 Opis LTI sistema diferencijalnim jednac¢inama
viSeg reda

Za obradu signala LTT sistemima posebno su vazni sistemi sa jednim ulazom 1
jednim izlazom, jer prilikom rada sa slozenijim sistemima koristimo princip
superpozicije. Stoga se neéemo zadrzavati na analizi sistema metodama
varijabli stanja, ve¢ ¢emo iz jednacina stanja odrediti relaciju koja povezuje
jedan izlazni signal y (r) sa jednim ulaznim signalom e, (z). Gledano

matematicki, sistem od 7 simultanih diferencijalnih jednacina (4.51) prvog reda
svodimo na jednu diferencijalnu jednacinu n-tog reda sa konstantnim
koeficijentima:

d'y, (1) dy, (1)

d"e, (t
— +---+a1'd—t+aoyj(t)=bm¢

dtm

d
a fetb e;t(t) +bee, (1). (4.53)

Pri tome koristimo i jednacine (4.52) koje povezuju izlazne varijable sa
varijablama stanja i pobudama. Uobicajena notacija pri radu sa varijablama

stanja je da se sa x,(¢) oznacavaju varijable stanja, tj. elementi vektora stanja
x(t), a sa ¢ (¢) pobudni signali (cksitacije), dok se pri analizi sistema sa jednim
ulazom i jednim izlazom sa x(¢) obi¢no oznacava ulazni, a sa y(r) izlazni

signal signal. Zbog toga ¢emo u daljnjem izlaganju, kada budemo koristili opis
sistema diferencijalnim jednacinama viseg reda, koristiti sljedeci oblik:

d" d d”
LA, ) 0
dt" dr”

Sazeti oblik diferencijalne jednacine (4.54) se moze zapisati sa:

ray(r)=b, +bldx7(tt)+b0x(t). (4.54

dky(t) " dkx(t)
=>»b —=. 4.55
dr* ; odrt (453)

n
Z &
k=0
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U literaturi se koristi 1 zapis diferencijalne jednacine (4.54) sa operatorima
D" kojima se oznadava k -ta derivacija, pa se diferencijalna jednacina (4.54)
moze zapisati u obliku:

[anD” +a, D" +---+a,D+aO]y(t) =[me’” +a, D" +---+b1D+b0]x(t). (4.56)

m—1
Koeficijenti a, 1 b, su povezani sa vrijednostima elemenata matrica A, B,
C i D jer se diferencijalna jednacina (4.54) moze izvesti iz sistema jednacina
(4.51) i (4.52). Ako su koeficijenti a, i b, konstante, radi se o linearnim
vremenski invarijantnim sistemima. Ako neki od ovih koeficijenata zavisi od
vremena, onda se ponasanje sistema u toku vremena mijenja, te oblik izlaznog
signala ne zavisi samo od oblika ulaznog signala, ve¢ i od trenutka pobudivanja
sistema, te kazemo da je sistem vremenski zavisan. Ako postoji neki koeficijent
u jednacini (4.54) koji je funkcija ulaznog ili izlaznog signala, onda je ta
diferencijalna jednacina nelinearna, te se radi o nelinearnim sistemima.

Diferencijalna jednacina (4.54) je nehomogena jer je njena desna strana
razli¢ita od nule. Desna strana (4.54) je funkcija pobude, koja u opstem slucaju

sadrzi ulazni signal x(7) i njegove detivacije do m-tog reda. Uslov fizicke

ostvarljivosti sistema je da je n=m.

Kod LTT sistema bez memorije svi koeficijenti osim g, 1 b, su jednaki nuli,
te se linearna diferencijalna jednacina (4.54) svodi na algebarsku jednacinu:

y(t)="x(t)=Kx(t), (4.57)

tako da je odredivanje odziva u ovakvim sistemima jednostavno. Realne
kauzalne LTI sisteme sa memorijom analiziramo u konacnom vremenskom
intervalu, koji je ogranicen pocetnim trenutkom ¢, kada pocinje pobuda i
krajnjim trenutkom ¢, koji moze biti promjenljiv ako zelimo da odredimo
ponasanje sistema u bilo kom trenutku vremena nakon pocetnog trenutka
posmatranja f,.

Postupak trazenja odziva LTI sistema sa memorijom svodi se na trazenje
riesenja  nehomogene linearne diferencijalne jednacine n-tog reda sa
konstantnim koeficijentima, ¢iji je opsti oblik dat u formi (4.54-4.56). Odziv se
sastoji od rjeSenja odgovaraju¢e homogene diferencijalne jednacine i
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partikularnog dijela, a za kompletno rjesavanje neophodno je specificirati i
pocetne uslove u nekom trenutku vremena.

Rjesenje homogene diferencijalne jednacine:

d"y(t dy(t
. dt5)+---+al#+aoy(t)=0, (4.58)

a

koje se naziva sopstveni odziv sistema, je linearna kombinacija svih njenih
partikularnih rjesenja. Svaku homogenu linearnu diferencijalnu jednacéinu sa
konstantnim  koeficijentima ¢ée  zadovoljiti  funkcija oblika e", se C.
Uvrstavanjem ovog pretpostavljenog rjesenja u (4.58) dobijamo:

(ans” +a,_s"" +---+als+a0)e“ =0. (4.59)
Vrijednosti se€ C za koje je jednacina (4.59) zadovoljena dobijaju iz:

n-1 _
as"+a, s" +-+as+a,=0. (4.60)

Jednacina (4.60) se zove karakteristitna jednalina sistema, a kompleksne
ucestanosti s€ C koje je zadovoljavaju zovu se sopstvene uiestanosti sistema.
Buduc¢i da je karakteristicna jednacina n—tog reda, postoji ukupno n korijena

karakteristicne jednacine s=p,, i=12,...,n, odnosno n sopstvenih

>
ucestanosti. Kada su sve sopstvene ucestanosti razlicite, pojedinacna rjesenja
homogene diferencijalne jednacine (4.58) su:

()= Kie™, (1) =Kae™, e 3, (1) =K e, (4.61)

Opste rjesenje homogene diferencijalne jednacine je:

v, (£)=D Ke", (4.62)
i=1
gdje su K, konstante koje zavise od pocetnih uslova.

U slucaju visestrukih korijena izrazi postaju slozeniji. Pretpostavimo da je
korijen karakteristicne jednacine p, reda r,tj. p,=p, =---=p,. Tada se moze
pokazati da su pojedinacna rjeSenja homogene diferencijalne jednacine vezana
za ovu sopstvenu ucestanost oblika:

N (t) = Kltr_leplla)’2 (t) = Kztr_zep't,' R (Z) =K, "y, (t) =K.e". (4.63)
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Opsti oblik sopstvenog odziva je u ovom slucaju:

r n

v (£)=D Kt e + > K™ . (4.64)
i=1 i=r+l

Ukoliko postoji vise visestrukih sopstvenih ucestanosti, za svaku od njih se

formira po jedna suma na nacin kao sto je radeno za visestruki korijen p, u

(4.64).

Sopstveni odziv moze da bude potaknut pobudom, ali on postoji i kada je
pobudna funkcija jednaka nuli, jer predstavlja rjesenje homogene diferencijalne
jednacine. Sopstveno rjesenje opisuje razmjenu energije u sistemu koja se
odvija bez uticaja vanjske pobude u smislu da vanjska pobuda ne utice na oblik
sopstvenog odziva. Pojam "sopstveno" poti¢e od <cinjenice da njegove
komponente K,e” osciluju isklju¢ivo sopstvenim ucestanostima p,, koje
zavise samo od strukturne Seme i parametara sistema a ne od vanjske pobude.
Vidjecemo kasnije da jedino konstante K; sopstvenog rjesenja zavise od
pobudnog signala i zatecenog stanja, odnosno akumulisane energije u trenutku
pobudivanja sistema.

Prinudni odziv sistema je partikularni dio rjesenja nehomogene diferencijalne
jednacine koji zavisi od pobude. Taj partikularni dio odziva se pronalazi tako
da se pretpostavi rjesenje u vidu linearne kombinacije ¢lanova koji se pojavljuju
s desne strane diferencijalne jednacine. Pri tome su koeficijenti linearne
kombinacije nepoznati 1 odreduju se uvrstavanjem pretpostavljenog rjesenja u
nehomogenu diferencijalnu jednacinu. Kada se radi sa sloZzenim oblicima
eksitacije, kod LTI sistema nema potrebe da se odreduje partikularno rjesenje
na ovaj nacin. Dovoljno je pronaéi impulsni odziv sistema, pa odziv na
proizvoljnu pobudu odrediti kao konvoluciju pobudnog signala i impulsnog
odziva.

Kompletan odziv jednak je zbiru sopstvenog 1 prinudnog odziva. U slucaju
razli¢itih sopstvenih ucestanosti kompletan odziv je jednak:

y() =Y K"+, (1) (4.65)

i=1

Kod stabilnih sistema prvi ¢lan iS¢ezava tokom vremena 1 u sistemu se
uspostavlja ustaljeno stanje kada je odziv jednak prinudnom odzivu. Zbog toga
kazemo da prvi clan opisuje prelazni proces. Ako je pobuda konstanta ili
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prostoperiodi¢na (trajna) funkcija, ustaljeno stanje se Cesto naziva Stacionarno
stanje.

Kako bi odziv bio jednozna¢no odreden, neophodno je odrediti konstante
K,. One se mogu odrediti iz sistema od #n jednacina koje se dobiju
deriviranjem rjeSenja (4.65) n puta i uvrStavanjem poznatih vrijednosti
kompletnog 1 partikularnog odziva, kao i njihovih izvoda u trenutku
pobudivanja sistema ¢#,. Radi jednostavnosti, gdje god to priroda problema
dopusta, uzima se da je #,=0. Bududi da rjeSenje (4.65) vrijedi za ¢=0,,
njegovim deriviranjem 7 puta 1 uvrStavanjem ¢ =0, , formiramo sistem od n
algebarskih jednacina:

d
Po,)- y” Zp K,
dt (4.66)
d’kly dy:}’l

0,)- 0.)=Yp"'K,,
dtrkl ( +) dt;—l ( +) ;pl i

iz kojih je moguée odrediti n konstanti K,. Vidimo da je za pronalazenje
odziva neophodno poznavanje vrijednosti odziva nepostedno nakon

dovodenja eksitacije, tj. vrijednosti %(OJ, i=0,1,...,n—1. Dakle, potrebno

je pronaci nacin kako iz poznatih vrijednosti odziva u trenutku #=0_
neposredno prije pobudivanja sistema odrediti pocetne vrijednosti odziva u
trenutku #=0, . U slucaju kada su odzivi i sve njihove derivacije kontinualne
funkcije, rjesenje je jednostavno jer je d_y<o_):d_y(0+):d_y

dt' dt' dt'
i=0,1,...,n-1. Kod neregularnih komutacija, kod kojih ovo nije uvijek
zadovoljeno, problem se usloznjava i neCemo ga razmatrati u vremenskom
domenu, jer se lakSe rjesava u domenu Laplasove transformacije, $to ¢emo

vidjeti u Poglavlju 7.

(O) , za

Iz ovako postavljenog sistema (4.66) se jasno vidi da konstante K, zavise od
razlike pocetnih vrijednosti kompletnog i1 prinudnog odziva i njihovih
derivacija u  trenutku ¢t=0,. U specijalnom slucaju, kada je

93



GLAVA 4

dr'

P

d'y
—(0, )=
dtl ( +)

konstante K, jednake nuli i ustaljeno stanje se uspostavlja odmah nakon

(0,), i=0,L,....n—1, prelaznog procesa nema jer su sve

dovodenja pobude. Mozemo posmatrati jo§ dva specijalna slucaja. Prvi je kada
su sve pocetne vrijednosti odziva i njegovih derivacija jednake nuli,
dy
dr
energije. Konstante K, 1 sopstveni odziv zavise samo od partikularnog rjesenja,

(0) =0, i=0,1,...,n—1. Tada kazemo da se radi o sistemu bez akumulisane

odnosno same pobude. Drugi specijalan slucaj je kada je sistem nepobuden.
Desna strana diferencijalne jednacine je tada jednaka nuli, $to znaci da je i

1

partikularno rjesenje jednako nuli, te je d)j” (O+)=O, i=0,1,....n—1. U ovom
t

slucaju  konstante K, i  sopstveni odziv  zavise samo  od

1

d' . ) .. .
—),} 0)=0,i=0,1,...,n—1, tj. od akumulisane enetgije zatecene u sistemu u
dr ] gl

pocetnom trenutku posmatranja.

Ozna¢imo sa K,  konstante koje se dobiju kada je
d' Y,
dr'
od akumulisane energije), a sa K, konstante koje se dobiju kada je

(O+)=0, i=0,1,...,n—1 (nepobuden sistem, sopstveni odziv zavisi samo

dy
dr'
zavisi samo od pobude). Po principu superpozicije vrijedi da je K, =K, +K,,.

(0) =0, i=0,L,...,n—1 (akumulisana energija jednaka nuli, sopstveni odziv

Kompletan odziv u slucaju razli¢itth sopstvenith ucestanosti se tada moze
p ] p
prikazati u obliku:

y(t)= (Z Kyet + Zn:Kpie""j+ v, (1), (4.67)
i=1 i=1
gdje dvije sume u zagradi predstavljaju sopstveni odziv, a y,(¢) je prinudni

odziv sistema. Drugacijim grupisanjem ukupan odziv se moze prikazati i u
obliku:
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y(t)= iKOieP‘t + [iKpiem +, (z)j =y, (t)+y.(1), (4.68)

i=1

tj. kao zbir odziva na akumulisanu energiju, koji je dat prvom sumom i odziva
sistema bez akumulisane energije, koji se sastoji od sopstvenog i prinudnog
odziva na eksitaciju (grupisani u zagradi).

Oblici sopstvenog odziva

Sopstvene ucestanosti su u opstem slucaju kompleksni brojevi p, =0, +jQ, .
Ako se radi o realnim vrijednostima p, =0,, odgovaraju¢i clanovi u
sopstvenom odzivu su oblika K,e?, dok su za kompleksne sopstvene
ucestanosti ti clanovi jednaki K,e'™™ ) = K e™ (cosQt+ jsinQ,z). Da bi
opste rjeSenje za sopstveni odziv bilo realna funkcija vremena, sopstvene
ucestanosti moraju da se pojavljuju u konjugovano kompleksnim parovima i
konstante, koje stoje uz njih, takode moraju da budu konjugovano

kompleksne. To lako zakljucujemo posmatrajuéi zbir dva ¢lana sopstvenog
odziva koji osciluju konjugovano kompleksnim sopstvenim ucestanostima:

Kkepkt + K;epzf — |Kk | ej% e(“k +jQ )t + |Kk | e*/'% e(O-A —j& )t —
_ |Kk|e‘m (ej(gkt+‘/7A') 4 o /() ) - (4.69)
=2|K,|e™ cos(Q,1+9,),

gdje smo koristili prikaz kompleksnih konstanti u polarnom koordinatnom
sistemu: K, =|K,|e’”* i K;=|K,[|e’". Primjer rasporeda sopstvenih
ucestanosti u kompleksnoj s ravni dat je na Slici 4.17.

Ako je realni dio 0, neke sopstvene ucestanosti p, =0, + jQ, pozitivan,

(04 + 7 )t

clan sopstvenog odziva e”' =e =e?' (cosQ, 1+ jsinQ,r) sa porastom

vremenske varijable ¢ poprima beskonac¢no veliku vrijednost, te je sistem
nestabilan. Par jednostrukih konjugovano kompleksnih sopstvenih ucestanosti
P, =JQ, i p, =—jQ, koje se nalaze na imaginarnoj osi generi$u u sopstvenom
odzivu prostopetiodi¢ne  oscilacije  2|K,|cos(Q,1+¢,) sa konstantnom

amplitudom. Sistem je stabilan, ali se nalazi na granici stabilnosti.
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AjQ

S-ravan

X

Qy

Slika 4.17 Primjer rasporeda sopstvenih ucestanosti u kompleksnoj s ravni.

Medutim, ako su korijeni na imaginarnoj osi visestruki (reda »+1, »>1), oni
¢e u sopstvenom odzivu generisati ¢lanove oblika ¢ cos(Qr+¢) koji

neograniceno rastu sa porastom vremena. Prema tome, sistem sa korijenima na
imaginarnoj osi je stabilan samo ako su ti korijeni jednostruki.

Primjer 4.4:

Oderediti sopstveni odziv sistema kod koga su ulaz i izlaz vezani relacijom
dy(t
%+2y(t)=x(t), ako je pobuda jedini¢na odskoc¢na funkcija x(¢)=u(t), a

pocetni uslov dat sa (0, )= y,.

Riesenge:

Data relacija na implicitan nacin opisuje odziv sistema. Kako bismo dobili
izlazni signal kao funkciju ulaznog signala, moramo rijesiti nehomogenu
diferencijalnu jednacinu:
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dyT([t)+2y(t)=x(t). (4.70)

Znamo da se rjesenje diferencijalne jednacine sastoji od homogenog i
partikularnog dijela, koji predstavljaju sopstveni y, (¢) i prinudni y,(¢) dio
odziva:

y() =y (1)+2,(1)- (4.71)

Partikularno rjesenje je istog oblika kao pobuda i mora da zadovoljava
nehomogenu diferencijalnu jednacinu. Za ¢t <0 pobuda je jednaka nuli, desna
strana diferencijalne jednacine je nula, pa je i prinudni odziv jednak nuli. Za
t20, pretpostavljamo prinudni odziv obliku konstante y,(7)=K,, tako da

nakon uvrStavanja pretpostavljenog rjesenja u nehomogenu diferencijalnu
jednacinu dobijamo:

1
2K, =1= K, == 4.72)

Partikularno rjesenje, odnosno prinudni odziv je:

Y, (t)=—u(t). (4.73)

Sopstveni odziv y, (¢) je fjeSenje homogene diferencijalne jednacine:

B ay0=0. (474

Sopstveni odziv pretpostavljamo u obliku:

v, (1) =Ke", (4.75)

pa nakon njegovog uvrstavanja u homogenu diferencijalnu  jednacinu
dobijamo:

Kse™ +2Ke" =Ke" (s +2)=0. (4.76)

Karakteristi¢na jednacina ovog sistema je:
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s+2=0, 4.77)
cije rjesenje daje sopstvenu ucestanost s =-2.

Sopstveni odziv je:
v, (t)=Ke™. (4.78)
Kompletan odziv je:
y(t)=Ke™ +%, 120, . (4.79)

Konstantu K odredujemo iz pocetnog uslova na sljedeéi nacin:

y(0+):K+%:y0:K:yo_%- (4.80)
Konac¢no, kompletan odziv sistema je:
1Yy 5 1
y(t)=(y0 —Eje +5, 120,. (4.81)

Pri tome je prelazni proces dat sopstvenim odzivom:

ys (t) :(yo _%je_h) tZ O+ 5 (482)

koji vremenom iscezava. Po zavrietku prelaznog procesa nastupa ustaljeno
stanje jednako prinudnom odzivu. lako teorijski gledano prelazni proces
prestaje tek nakon beskonacno dugo vremena, mi mozemo smatrati da je
nakon dovoljno dugo vremena vrijednost sopstvenog odziva jako mala, te je:

y(0)=,(0)=7 (4.83)

Kad bi ovaj sistem bio nepobuden, njegov odziv bi bio jednak odzivu na
akumulisanu energiju:

v, (1)=y,e™, 120. (4.84)

S druge strane, da je pocetni uslov jednak nuli, odziv bi bio jednak odzivu
sistema bez akumulisane energije:
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v (t)==(1-¢), t20,. (4.85)

O

4.5.3 Odredivanje impulsnog odziva iz diferencijalne
jednacine LTI sistema

Podsjetimo se da impulsni odziv predstavlja odziv sistema na pobudu u vidu
jedinicne impulsne funkcije. Prilikom odredivanja bilo koje karakteristicne
funkcije sistema, pa tako i impulsnog odziva, svi pocetni uslovi se postavljaju
na nulu, jer karakteristike sistema ne zavise od trenutno zatecene akumulisane
energije.

Kako bismo odredili impulsni odziv LTI sistema opisanog diferencijalnom

jednacinom, pretpostavimo da je desna strana diferencijalne jednacine opsteg
oblika:

d" dy(t
0, ),

d"’x(t)

dlnl

d
+oth );(tt)+b0x(t) (4.86)

jednaka x, (), pa potrazimo fjeSenje nchomogene diferencijalne jednacine date

sa:

d" d" d
a, yft) ta,, i}—gt) ta y(t)
dt dt

+a0y(t):x0 (t) , (4.87)

ako je pobudni signal x, (¢)=6(¢) i pri nultim pocetnim uslovima. Partikularno
fjeSenje je jednako nuli, jer je za x,(¢)=5(¢) desna strana diferencijalne
jednacine jednaka nuli za ¢=0,. Kompletno rjesenje je jednako rjesenju

homogene diferencijalne jednacine i za slucaj razlicitih sopstvenih ucestanosti
ima oblik:

h(1)=> Ke, 120,. (4.88)

Buducdi da je pobuda jedinicna impulsna funkcija i da su pocetni uslovi jednaki
nuli, kompletan odziv (4.88) mozemo posmatrati kao impulsni odziv nekog
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sistema opisanog diferencijalnom jednac¢inom (4.87). Uveli smo oznaku A, (¢)

kako bismo ovaj impulsni odziv razlikovali od impulsnog odziva posmatranog
sistema koji je opisan diferencijalnom jednacinom (4.86). Posmatrani sistem
opisan sa (4.80) se od sistema opisanog sa (4.87) razlikuje samo po nacinu kako
se formira pobudna funkcija (desna strana diferencijalne jednacine). Za

d"x(t) x (1) .. . .. . .
x,(t)=b, o +b, o +byx(t) ove dvije diferencijalne jednacine
postaju jednake. To =znac¢i da je odziv sistema (4.87) na pobudu

d"o(t do(t
x,(t)=b, # +--+b dE ) +b,0(t) jednak odzivu sistema (4.86) na

pobudu x(¢)=6(¢). Buduéi da smo odredili 4, (7) kao odziv sistema (4.87) na

jedini¢nu impulsnu funkciju, impulsni odziv posmatranog sistema opisanog sa
(4.80), na osnovu osobine linearnosti, pronalazimo kao linearnu kombinaciju

odziva h, () i njegovih derivacija:

dh, (1)
— O bt —2L b h (1), 20, . 4.89
m dtm 1 dt 0 0() + ( )

4.6 Odziv LTI sistema na kompleksnu
eksponencijalnu pobudu

Pracenje ponasanja sistema prilikom pobude kompleksnim eksponencijalnim
signalima omogucava sagledavanje karakteristika sistema u frekvencijskom
domenu. Posmatranje karakteristika sistema u frekvencijskom domenu veoma
je vazno pri analizi i obradi, a posebno pri filtriranju signala, pa su razvijene i
posebne metode projektovanja filtara na osnovu zahtjeva koji se postavljaju u
frekvencijskom domenu. Pored toga, u poglavljima koja slijede, vidjeéemo da
se Siroka klasa signala moze predstaviti linearnom kombinacijom elementarnih
kompleksnih eksponencijalnih signala. Osobina linearnosti konvolucije nam
omogucava da odzive na signale slozenih oblika pronademo kao linearnu
kombinaciju odziva na elementarne kompleksne eksponencijalne signale.
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4.6.1 Funkcija prenosa LTI sistema

Pretpostavimo da je pobuda linearnog, vremenski invarijantnog sistema
kompleksna eksponencijalna funkcija data sa x(7) =e". Pod tim uslovom odziv

sistema je jednak:

y(t)= T h(f)x(t—r)dT=T h(r)e“"”dr:ﬁh(r)e”dr}”, Vi, (4.90)

—oo —oo

Definisimo funkciju prenosa sistema sa:
H(s)= [ h(z)edz. 4.91)
Tada je odziv LTI sistema na pobudu oblika x(¢)=e" dat sa:

y(t)=H(s)e", (4.92)
$to znaci da je istog oblika kao pobuda, samo korigovan funkcijom prenosa u
smislu da je pomnozen konstantom |H(s)| i fazno pomjeren za argH (s).
Pobudna funkcija za koju LTI sistem ima odziv istog oblika kao pobuda naziva
se sopstvena funkcija sistema. Vtijednosti |H (s)| i argH (s) ovise o kompleksnoj

ucestanosti s, $to znaci da ce sistem na razlicite nac¢ine modifikovati pobude
koje imaju oblik kompleksne eksponencijalne funkcije, ali su razlicitih
kompleksnih ucestanosti.

4.6.2 Frekvencijske karakteristike LTI sistema

Ukoliko linearni vremenski invarijantan sistem pobudimo prostoperiodicnom
eksponencijalnom funkcijom datom sa x(t)=e’*, odziv je jednak:

(1) =_°f h(z)x(t—7)dz= [ h(z)e™ 7z :{j h(f)e-«fﬂfdr}efﬂa (4.93)

—oo —oo

Ako definiSemo frekvencijskn karakteristifu 1'T1 sistema sa:
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H(Q)= [ h(z)e ™ dr, (4.94)

lako uocavamo da je odziv takode prostoperiodicna eksponencijalna funkcija
iste ucestanosti kao pobuda:

y(t)=H(Q)e™. (4.95)

Modul |H (Q)| je amplitudna  karakteristika, dok je argH(Q) fazna
karakteristika sistema. Amplitudna karakteristika nam ukazuje na to kako ce
sistem modifikovati amplitudu prostoperiodi¢nih signala razli¢itih ucestanosti,
dok nam fazna karakteristika govori o tome kako ¢e signal na izlazu biti fazno
pomjeren u odnosu na ulazni signal. To postaje jasnije ako posmatramo
pobudu u obliku x(#)=cosQ. Bududi da pobudni signal mozemo napisati

kao:

JQt — Q!

+e

x(t)=——, (4.96)
2
odziv ¢ée biti jednak:
1 iQot 1 —jQt
y(t)=5H(Q)e™ +—H(-Q,)e "™ =
’ 2 1 (4.97)
— 5|H (QO )|ejargH(QU)ejQOt + §|H(_QO )|ejargH(—QU)e—jQOt'
Kod impulsnih odziva koji su realne funkcije vremena, vrijedi da je:
H'(Q)= [ h(t)e™dt, (4.98)
H(-Q)= [ h(t)e'™dt. (4.99)
Iz prethodnih jednakosti jasno slijedi da je:
H(-Q)=H (Q). (4.100)

Zbog toga je:
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, (4.101)

arg X (-Q)=arg X (Q)=-arg X (Q). (4.102)

Koriste¢i (4.101) 1 (4.102) odziv (4.97) mozemo napisati u jednostavnijem
obliku:

)= (@80 L o o

(4.103)
[t (@ cos (€ +arg 1 (2,).

Vidimo da se amplituda izlaznog signala razlikuje od amplitude ulaznog
signala za faktor |H (2,)

, te da su ta dva signala medusobno fazno pomjerena

za argH(Q;). Ovi iznosi zavise od vrijednosti amplitudne i fazne

karakteristike za ucestanosti ulaznog signala.

4.7 Korelacija

Korelacija signala x(t) sa signalom s(¢) je jednodimenzionalna funkcija

vremena definisana sa:
R, (t)=x(t)®s(t)= [ x"(7)s(t+7)dT, (4.104)
dok je korelacija s(t) sa x(t) definisana sa:

Rxx(t):s(t)®x(t):_]: 5 (2)x(t+7)dr. (4.105)

Autokorelacija je korelacija signala sa samim sobom:

R, (1) =x(0)®x(r)= [ ¥ (7)x(t+7)dr. (4.106)

—oo
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Ako posmatramo autokorelaciju, njena vrijednost je najveca u nuli, jer se tad
prije racunanja integrala sve vrijednosti signala kvadriraju. Kako bismo dokazali
da je vrijednost autokorelacije najveéa u nuli, podimo od Svarcove
nejednakosti:

oo

J x, ()x, (¢)dt

—oo —oo

< ﬁ (o) dt}z .U]x2 ([ dt}z (4.107)

1 primijenimo je na autokorelaciju:

1

< @x(r)r dT:|; -E|x(t+r)|2 dr}z _
- | |x(1')|2dr=]ix*(r)x(7)d7=

oo

I x (7)x(t+7)dr

(4.108)

R, (0)

b

jer pomjeranje signala duz vremenske ose ne utice na vrijednost integrala koji
se racuna od —eo do oo. Dakle, vrijedi da je:

R, (r)|<

R, (0). (4.109)

Zbog ove osobine, korelacija se cesto koristi za prepoznavanje uzoraka, tj. za
detekciju signala poznatog oblika u nepoznatom signalu. Prilikom prevlacenja
uzorka preko nepoznatog signala, ukoliko se u ispitivanom signalu naide na dio
koiji je istog ili slicnog oblika kao uzorak, vrijednost korelacije u tom trenutku
postaje znatno veéa nego u trenucima kad ne postoji slicnost signala.

Korelacija odgovara povrsini ispod proizvoda dva signala, pri ¢emu se jedan
od njih pomjera u vremenu. Za razliku od konvolucije, pri racunanju korelacije
se ne radi refleksija signala. Veza korelacije 1 konvolucije se moze iskazati na
sljededi nacin:

oot (4.110)

= Ix*(—r)s(t—’[)dfzx*(—t)*s(t)

—oo

Na Slici 4.18 dat je primjer korelacije signala.
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Analiza i obrada kontinualnih signala u vremenskom domenu

A T1 (t)

A
0o T t
\itz(t)

B

0 o7 3T ¢

\ 21 (1) @ 22(t)

+ABT

Slika 4.18 Korelacija signala.
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